
운동량 연산자 유도하기 

mr.choijh@gmail.com  ^0^)/ 

푸리에 변환 

임의의 파동함수  ( ) ψ  r  를 위치공간에서 다음과 같이 표현해보자. 

( ) 
3 

3 

1 ( ) ( ) 
2 

i d k e ψ φ 
π 

⋅ = ∫  k r r k  (1) 

여기서 적분범위는 공간 전체이다. 다음은 푸리에 역 변환을 이용하여 파수공간에서 파동을 

나타내보자. 
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파수공간에서 확률밀도는 
2 ( ) φ  k  이다. 

운동량 공간 

파수와 운동량은 = p k h 와 같은 관계에 있으므로 운동량의 기대 값은 다음과 같다. 
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(3)식에  ( ) φ  k  를 (2)식의 푸리에 역 변환 형태로 고쳐 써보자. 
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여기서 다음의 관계를 이용한다. 
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이 관계를 이용하여 식 (4)를 정리하면, 

( ) 
( ) 

( ) 
( ) 

3 3 3 ( ) 
3 

3 3 3 ( ) 
3 

1 ( ) ( ) 
2 

( ) ( ) 
2 

i 
r 

i 
r 

d r d rd k e 
i 

i  d rd k d r e 

ψ ψ 
π 

ψ ψ 
π 

′ ∗ ⋅ − 

′ ∗ ⋅ − 

  ′ ′ = − ∇   
  

′ = ∇ 

∫∫∫ 

∫∫ ∫ 

k r r 

k r r 

p r r 

r r 

h 

h 
(6) 

여기서  r′ 에 관한 적분을 부분적분을 이용해서 계산한다. 
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식 (7)에서  ( ) ψ  r  은 무한히 먼 곳에서 0으로 수렴하므로 두 번째 식의 첫째 항이 사라진다. 

다시 원래 식에 대입하자. 
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여기서 다음의 delta 함수의 다음과 같은 관계를 이용하였다. 
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결과를 정리하면 다음과 같다. 
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따라서, 운동량 연산자  ˆ p는 다음과 같이 나타내어진다. 

ˆ  r i = − ∇ p  h (11)


